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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

В ЯВНОМ ВИДЕ ДЛЯ ШИРОКОГО КЛАССА 

ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ НАД ПРОСТРАНСТВОМ Н, 

В работе найдены в явном виде экстремальные функции для широкого 
класса функционалов над пространством Харди Н!. 

Ключевые слова: пространство Харди, экстремальная функция, линей- 
ный функционал. 


Пусть в — существенно ограниченная функция на 7'= {#: |=, и 
Нь — пространство Харди в единичном круге. Обозначим через /, линейный 
функционал над Н.:, определяемый формулой (всюду в дальнейшем 
А Ы 


(= == [ ха (040, Хе НЕЕ, ЕН.. (1) 
27 у 


Здесь у - множество функций из Е, , равных нулю в начале коорди- 
нат. 

Назовем функцию ГЕ Н’ экстремальной функцией для функцио- 
нала /, если (СЛ) =. | = 1. Будем считать ХЕ Н. функцией наи- 
лучшего приближения для @ е Г. , если 
угаг тах | ($ )- 15 )] = Е угаг тах | ($ )- а(5 )] = ав (@®,Н.). 


Известно, что экстремальная функция существует не у любого функциона- 
ла над /А7, , в то же время наилучшее приближение со реализуется все- 
гда. 

Старая проблема, стоящая со времен Э.Ландау (1916 год), заключа- 
ется в том, чтобы найти условия существования и единственности экстре- 
мальной функции в пространстве Н:, а также указать эту функцию. 

Первая часть задачи была решена одним из авторов в [1]. Экстре- 
мальные функции для функционала (1) с рациональными @& были найдены 
в [2]. 

В данной статье будут указаны экстремальные функции для 
0Е ГрапнН.. 


Нам понадобятся следующие теоремы. 
1. (ТЕОРЕМА 1 из [1]) 


Пусть Ф (Ф ||. = и? ЕН, - решения системы уравнений: 
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10: № 0:50 


для п.в. Е из Т. (2) 


(0: 9 (0+ №0 


(а! и аг - некоторые функции из Е, ‚ а Л - вещественное число.) Тогда 
а: 
15. При 4 = 7 существуют такие решения системы (2), что: 


1) для п.в. Е Т’ выполняется |9>(#)| = М” (6), 
2) экстремальную функцию функционала (1) можно представить в 
виде Л) = #2 (#2) (|. 


2. Если Ф (Ф ||, =П ие Н,- решения системы (2), то: 
1) для п.в. [Е Т выполняется |9>(#)| = М (6), 


1 
2 ) наименьшее положительное / равно И й 


3) {ФТ = Л - экстремальная функция. 


П. (ТЕОРЕМА 3 из [1]) 
Обозначим 


Роя т" а ) 





(здесь интеграл понимается в смысле главного значения). 
Тогда оператор Т: 


12) при @ Е Г. непрерывно отображает [> в Н»; 

2) является положительным оператором над пространством Н»; 

3) если @ Е ГМОГ\Г. „ то оператор Т является компактным опе- 
ратором из Ё? в Н.. 


Ш. (ТЕОРЕМА 4 из [1]) 
Если у функционала (1) существует экстремальная функция, то Фи 
Ц из теоремы [ являются о интегрального уравнения 


«=> 52° ® Оо у а, (4) 


в котором 4 = ИИ. о =@'(-@`(, а интеграл понимается в 





смысле главного значения. 


ТМ. (ТЕОРЕМА 1 из [2].) 
Пусть функция Ф (Ф | = 0) является решением уравнения (4), 


2_ |] ОИ 
соответствующим характеристическому числу^ г. ИТ ‚ а - проек- 


ция АФе на Н® , тогда: 
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1) экстремальная функция существует и представима в виде 
Л=С ФУ ; 1/4? равно наименьшему характеристическому 
числу оператора Т; 
2) Ш’ =|Т| =, СГ, где 7СГ) - спектральный радиус операто- 
ра Т. 
Начнем с вывода нового, более общего, условия существования 
экстремальной функции (ранее в [3, 4] было доказано, что она существует 
при @Е Н.+С). 


ТЕОРЕМА 1. Если в (1) 9Е ГМО, то существует экстремальная 
функция. 
Доказательство. Для случая, когда @ Е ИМО, но &# Г.., будем 


пользоваться для представления функционала /= Н“ формулой 


= >. 1] 2004, 


п-т 


> 1. 
Н\ 








х-Р 








Так как @ Е ИМО, то существует последовательность {@ ‚ } не- 
прерывных на Т функций, таких что |[@ — ®,|„м, —> О [5] (замечание по- 
сле доказательства теоремы 5.2 из главы УТ). 

Пусть теперь {/Х,},|./, |! < 1, - последовательность многочленов, 
для которой выполняется /С/,) —> ||/|. На основании компактности в себе 
относительно равномерной сходимости функций пространства А, внутри 
единичного круга выберем из {/.} подпоследовательность, равномерно 

















сходящуюся на упомянутом множестве. Будем считать, что сама {Х,} схо- 
дится к Е Можно доказать, что ||/| = 1. 


1 ВИН 
Обозначим /,(х) = 57 | 0.49 ‚хе НГ. Имеем 
Т 

















1 ЕЕ, 
С, -— 2 = 1, - = а- 1х, + @- Л + И — „Е 
.(5) 
По теореме Феффермана ([4], гл.\МТ, теорема 4.4): 
|4 -— 1)... < Со — „| вмо < СЕ ' 
1-1 )л| < С -@,| „< СЕ 








при фиксированном я’> № и произвольном # > 0. 

В силу теоремы о слабой сходимости граничных значений функции, 
принадлежащих /7,, из равномерной сходимости {Х,} к внутри еди- 
ничного круга вытекает ([5], лемма 4.1), что для любой функции Фе С 


Фей 


выполняется ТУ. = Гл фай. Это означает, что и третье слагаемое 
ТГ Г 


из (5) может быть сделано меньше & ‚ откуда КЛ) - Пт^У) - И 


по 


Теорема доказана. 
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Теперь приступим к построению в явном виде экстремальных функ- 
ций для функционалов вида (1), образованных липшицевскими функциями 
() . Заметим, что в [2] вычисляются экстремальные функции для функцио- 
налов с рациональными @. 

Введем следующие обозначения (в дальнейшем будем придержи- 
ваться символики из [6]): 


А. = А. =е "ет" |, =1,2....п, А 


Определим функцию А (5,7) следующим образом: 


= А. 





=АД,б, Е Ат, Е А 





бл 








190 )-90(@)— 
а. в Я (24. 
0,2=1 


Очевидно, что А (5,7), за исключением одной точки, является 
граничным значением функции, аналитической по первой переменной в 
единичном круге, и имеет слабую особенность на окружности. Положим, 


и м. В 
РР. 
Ка Кат)... К: ,) К (С К(6 1, #,) 


с о 


Е а и 
Кал.).. К@х.).. К@и,) Ка)... Ка) 


КЕ: Ки, Ка) Каз КС, 1) 
Я 


а: 





Очевидно, что к } являясь суммой произведений 


граничных значений функций, аналитических по переменным ©’, , сама бу- 
дет такой же. 
й 
Как обычно, пусть 1 =е’*, 


Р@)= у А ии Г“ — 


РС 1,4) = К 96, 1. 


Здесь и далее Р” = [0,2л ]х [0,2л ]х...х [0,2л ]. 


ы @...0); 
(6) 
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Положим: 
р [6 62:6 ь |_ 66 2-6 Р.И, 
к т | [«( Ра, ео, 9); 
р ОИК: 


Теперь миноры Фредгольма определим с помощью ряда 


р (Ст) = 8: 5 —. | в т. с №6, .0 „). 


п=0 п! Ти 
(8) 


Заметим, что ряд (8) сходится равномерно относительно 5’,›?, и, следо- 
вательно, />„, есть граничное значение функции, аналитической по каж- 


дой из переменных 6х. 


Следующие теоремы почти дословно повторяют доказательства 
теорем из [6] (с. 62-71). 





ТЕОРЕМА 2. Миноры Фредгольма удовлетворяют следующим инте- 
гральным уравнениям —. = ей): 
— Бей г 8В+1-* те Ра | 


т ый 
2т д р Е о ры Вс 





а-1 





1 КС, -0Б 











й и - 
(9) 
о е ^ Ь т Е о с 
г бар, ИН о К(,т. >В не лы 
[кило — ре их мы, 





(10) 
Разложим определитель ВР по элементам строки тра : 


В? = [Ус ЕЕ, ок +6 рыб рыб ой. й "№ев,.-9.+ 


р" @=1 - Та Пат: Тв .. 
В+р+? аа 2 Е...) 
т р к ое О 
рп {= 
(11) 


Каждое слагаемое из первой суммы представим в виде 


усов, Г. о. ] 
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Во второй сумме сделаем замены, положив &{; = #,1,,, = #, .-.-,й, = („> 
после чего слагаемые второй суммы будут выглядеть следующим образом: 


(- < ок“, ре _ и Е. .б 120, оз а 


Фаны ЗЫ а 
Теперь перенесем строку + на место между строками В -Ти В +1, т.е. 
совершим #-1+ р- В инверсий, что равнозначно умножению этого сла- 
гаемого на (—1)”"*”- , следовательно, рассматриваемый член преоб- 


разован к виду 
ОС С тоя 

А к В-1 В +1** Е: 1. п-1 
(г) С. е 


Мы доказали, что рассматриваемое слагаемое в (11) можно представить в 
ВИ. 


а 1 А 
— [Кати | кт а и: ой 7-1 п-1 }о..-е„. 


7+1° п-1 


я р. И аа 


(12) 
Заменяя в (12) значение интеграла по Р”' на 287, , имеем 


г с. и 55 С...5 


- "| ко» ,ов. ы Я аго 1В, 
ыы мы 
1 > 1 
у Квт. )В Ибн. т 6. — г 5, 4 аго 1. 
— Е ОСЬ. И ое 
3 


и суммировав его по п, получим (9). 


ты п ]и+р-1 
Умножив (13) на Е 
Г 


Разлагая определитель В? по столбцу @ и рассуждая подобным 
же образом, получим и второе равенство теоремы. 
ПРА) = [ВА 0..0 
со = [В (9..0 „>. (14) 
РР >, 


Доказательство. Положив в первой из формул (6) 
Е 
Е “| Иа м (@,...0,), 
Е 
рп 


© —_ 1 и и 
запишем ее так: (4) = 1+ р т 4 
п=1 и. 


ТЕОРЕМА 3. 





следовательно, 


и? 


и. п+р 


Ва 
де ии] 
1: 
РИ+Р 
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"ИрТЬИ 


И ОЕ 
Чагот,... агет, |; в ‚№6 ,-8.)- 
Г ти 


РЕ 
= [в.| ' ®ншвт, Фа 
НЫЕ, р 
РР 


Подставляя выведенные значения коэффициентов в ряд, выражающий 
‘>, получим 


р®(4)= у, Е. Сива 


РР 


Из этой формулы, используя определение />, , имеем 





(- 1)? '42'Р% (4) = у с 7. л вр. ре ие. „.Чатет, = 


Е 
[р Е .-1, 
Рай 


д ат. 
РР Р 
Теорема доказана. 


Число В назовем рангом А, , если 


2) = Б.А )= 5: 
‚|. 0. 


йо 
ТЕОРЕМА 4. Ранг Я не превосходит его кратности как корня 











Ш] 
®) 
Е 
“Хх 
чх 
2 





ре 





(Я) 
Доказательство. Пусть А, будет корнем /2(А) кратности К. Тогда 
Р)= Б'а)=...= р®5(4)= 0, Б®О)= 0. 
Поэтому 
и Ы (0...0,)= (= 14°" (4) 0. 
Это означает, что существует набор таких ©,...0„т'..1,, при которых 
О # 0. 


Обозначая теперь через В наименьшее число, обрывающее цепочку 


Ра) = БС т)= ...= я и 


= 0, 15 
Тя (15) 








получим утверждение теоремы. 
Следствие. Из равенств (15) следует существование ©‘’,т‘’е С^, 


таких что 
РС ‘*л')# 0, а Р бб бро 1 |=0. (16) 
Е 
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ТЕОРЕМА 5. Пусть число ЯД имеет ранг В и является корнем крат- 
ности к уравнению ДС) = 0. Тогда любое решение ф уравнения 


Ф)=2 | КС ‚06 (да агег (17) 


можно представить в виде 


ие || 


Рае. (18) 





<=} С 


Здесь С.Е С, аб;,7т; - некоторые комплексные числа, по модулю рав- 
ные единице, независящие от фа Ахк. 


Доказательство теоремы дословно повторяет соответствующее рас- 
суждение, приведенное в [6]. 


2, ‘т ’) 


ТЕОРЕМА 6. Пусть Я? , наибольший положительный корень опреде- 
лителя Фредгольма (Я), имеет кратность к. Тогда существуют 
1 1 1 2 2 2 
2К, К < к комплексных чисел С ,С...... Св и СТ,С.....,Сь , таких 
что экстремальную функцию можно записать в виде 


73 73 
= 1)’ СФ, СФ, Фие ТТ. (19) 
К=1 К=1 
Здесь 9, Е Л, П Н” - аналитические функции, выражаемые через миноры 


Фредгольма. 

Верно и обратное утверждение. Нормированная функция Ё из (19) 
является экстремальной для функционала (1). 

Доказательство. Действительно, на основании теорем Т, Ш функ- 
цию + можно представить в виде произведения функций 


Л@)=1Ф (Е (0,Ф Хе Н,, каждая из которых является решением 
2 


й 
Фредгольмого уравнения У = =’ ) ‚ ядро которого имеет слабую осо- 
Л 


бенность. Следовательно, по теоремам 4 и 5 существуют натуральное чис- 
ло В (ранг уравнения Фредгольма) и собственные функции, выражаемые 


через миноры Фредгольма, и 2В комплексных чисел С',С%,..., Ст и 
С?,С>,..., Сь ‚ таких что выполняется: 


Ф(0 =) С, 0; 


73 
(=) СФ. 
К=1 
Отсюда и следует формула (19). 
Обратное утверждение выводим из теоремы 5 и теоремы ТМ. Теоре- 
ма доказана. 
Таким образом, в статье доказано, что экстремальная функция упо- 
мянутой выше задачи имеет следующий вид: 
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=1. 





ГА 





г@= 53 с, (0 С.Ф, (0), 
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А РВЕЗЕМТАТТОМ ОЕ ЕХТКВЕМАЕ РОМСТТОМ$ 
ТМ ТНЕ ЕХРЫСТТ РОКМ РОК ТНЕ \/ТОЕ СТА$$ 
ОЕ ЫМЕАК РУМСТТОМАГ$ ОМ Н, - 5ЗРАСЕ 


п 5 могКк ехмета! ГипсНоп$ Рог {Ие депега| с1а55 оЁ ГипсНопа!5 
абоуе Нагау расе АТ, ма юипде4 т {Не ехрИс®у гогт. 


Ипеаг гипсбопа! (х) Е Н, , мсп 65 дмеп Бу пе огт 
2л 
Цх)= > Ге" в (е* } 49 ‚ ХЕ Н,, х(0) = 0 


мпеге 6 (2) ГрапН,. 


ТЬ5 аг4ае ргоуез {Па{ {Пе ехгета! ГипсНоп оЁ {Пе абоуе-тепЧопед 
{а5К сап Бе ргезегцеа т {йе Гойомипд Гогт: 


743 74 
ДИ=е. у сле у Сре ет. 
К=1 К=1 
упеге Р<к, К - огаег оёЁ {Не 1агдезЕ роз ме гооё оЁ {Не Ргедбо!т` $ аеег- 
типапЕ 22(4), С", С1,..., СЬ апа С?, С2,..., С? - сейат 


сотрех питьег, апа Ф‚„ Е ра п Н.. - ипсвопз, аейпед т {пе Ред- 
Бот` $ ттог огт ог и\едга! едцавоп 


о д, ата. 
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